
浅谈高等代数中的几何直观教学
                              温泳铭——闽南师范大学

1. 行列式；

2. 线性方程组解的结构；

3. 施密特正交化.



在抗疫期间，有很多刚上大学的学
生在高中阶段都是网课学习，所以
这几年学生的基础普遍薄弱，在面
对抽象的代数概念时，往往很难形
象地理解



 法国数学家笛卡尔曾经说过：没
有任何东西比几何图形更容易印
入脑际了，因此用这种方式来表
达事物是非常有益的。
 所以，面对抽象的代数观念与代
数方法，几何直观就显得尤为重
要，借助于几何直观将产生对抽
象事物的直接感知。



行列式

• 高等代数的其中一个
重要主线是求解线性
方程组，在引入二元
一次线性方程组和三
元一次线性方程组时，
提出了二阶、三阶行
列式的概念.
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• 二阶行列式表示以向
量

    
     为邻边的平行四边形 
     的有向面积S，如左图.
     推导如下：
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该几何意义有助于学生理解行列式的性质；
例如互换两行改变行列式的符号相当于有向
面积反向；行列式某一行乘以k后行列式是原
来的k倍，相当于某一边边长为原来的k倍，
从而有向面积为原来的k倍等等。



线性方程组解的结构

在线性方程组解的结构教学时发现，学
生对于解的结构表示始终觉得难以理解。
考虑到学生在初中就已经接触过解线性
方程组，学生对于二元一次线性方程组
解的结构有一定的认识，在介绍高等代
数中解的结构时，可以先从二元一次线
性方程组的几何图形进行引导.
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有唯一解x=1,y=3,其
几何意义如下图：
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有无穷多解,其几何
意义如下图：

例如：
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无解，其几何意义如下图：



设方程系数矩阵为A，增广矩阵为B. 对于第一个方程，
r(A)=r(B)=2，方程有唯一解，体现在图形上是只有一
个交点；对于第二个方程， r(A)=r(B)=1<2，方程有无
穷多解，体现在图形上是两直线重合，两直线有无
穷多交点；对于第三个方程，r(A)≠r(B)，方程无解，

体现在图形上是两直线平行无交点.



在中学阶段，是不讨论方程组有无穷多解的情
况，由此提出疑问：能不能把无穷多解给表示
出来？

(1)先讨论第二个方程组的齐次线性方程组的
通解：
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从几何上看，上述方程组的解实际上就是
直线y=2x上的所有点. 取直线y=2x上的任意
一个向量，如



则从几何上看，齐次线性方程组的所
有解可表示为：
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(2)回到第二个方程组解的讨论.几何上看，
直线y=2x+1上的点的坐标构成了其解集，
其中的一个特解：
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几何上看，第二个方程组的所有解可以表
示为：
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在以上的认知基础上，可以进一步引导学生思
考三元一次线性方程组有无穷解时，解的结构
如何？



我们知道，每一个三元一次方程表示空间的一
个平面. 几何上看，三元一次线性方程组有唯
一解体现为三个平面相交于一点；三元一次线
性方程组有无穷多解体现为三个平面相交于一
条直线或重合为一个平面；三元一次线性方程
组无解体现为三个平面无公共交点.
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例：

显然，这个方程有无穷多解. 几何上看该方程
是三个平面重合为一个平面：
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同样先考虑对应齐次线性方程组的解，
此时该解对应的是平面上的点. 因此
基础解系有两个向量，设为u,v. 根据
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可求得：

于是齐次方程组的通解为：
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再来求该三元一次线性方程组的通解. 显然
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为该三元一次线性方程组的特解，从几何直
观上看，该三元一次线性方程组的通解是将
平面
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沿着z轴向上平移1/3个单位得到，代数上体
现为



1
*

2 1 2

3

x
x c u c v
x


 
     
 
 



施密特正交化

施密特正交化过程给出了如何把线性无关的向量
组变成两两正交向量组的方法. 具体的说，给定一
组线性无关向量：
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经过施密特正交化过程找到的正交向量组设为
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在教学中发现，学生往往死记硬背公式，对这
个过程没有一个形象的理解. 

其中



所以可在教学中从几何上去表示这一过程。
下面分二维和三维情形去分别解释这过程. 

1 2,  . 则 2 在 1 上的投影向

量为

即为下图中红色部分
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则蓝色部分向量为
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这个写成施密特正交化过程即为
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对于三维情形，设有3个向量 1 2 3, ,  

则同样 2在 1上的投影向量为

2 1
1

1 1

( , ) .
( , )
  
 

如图



2 1
2 2 1

1 1

( , )
( , )
   
 

  ，记 将 2 平移到原点，此

时 3 在 1 2,  上的投影分别为
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此时，1 1 2 3, ,    为得到的正交向量组。



谢谢！


